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Schwingungsgleichungen fiir Laser mit dufleren Spiegeln
und far Laser mit ungleichmafiger Inversion

Von Dierer Ross

Zentral-Laboratorium der Siemens & Halske AG, Miinchen
(Z. Naturforschg. 19 a, 421—423 [1964] ; eingegangen am 4. Januar 1964)

Bei Lasern mit duBleren Spiegeln ist nur ein Teil des Resonatorvolumens von aktivem Material
erfiillt. Fiir die Berechnung des Einschwingverhaltens ist es zweckmaBig, eine solche Anordnung in
einen passiven Laufzeitspeicher und in einen aktiven Verstirker zu zerlegen. Die lineare Naherung
der modifizierten Schwingungsgleichungen zeigt, dal die Relaxationsperiode der Wurzel aus dem
Laufzeitverhaltnis proportional ist, widhrend die Dampfungszeit, die Schwellpumprate und die

Quantendichte davon unabhéngig bleibt.

Bei der Berechnung des Einstein-Koeffizienten ist nur das Volumen des aktiven Materials, bei
ungleichmaBiger Inversion nur das der invertierten Zone zu beriicksichtigen.

1. Festkorper-Laser mit duleren Spiegeln

Bei den ersten Experimenten mit Lasern bildeten
die verspiegelten, ebenen und parallelen Endflachen
eines Rubin-Stabes einen optischen Resonator, des-
sen ganzes Volumen von aktivem Material erfiillt
war ' 2,

Von Coriixs und Kisuiwk? wurde dann ein
Rubin-Laser beschrieben, bei dem die den optischen
Resonator bildenden Spiegel getrennt vom aktiven
Material aufgestellt waren. Sie zeigten, daf} durch
Eingriffe in den Riickkopplungsweg eine Modulation
des Laserstrahls und eine Erhohung der Impuls-
leistung erreicht werden konnen. Diese Moglichkeiten
und ganz allgemein die grofere experimentelle Frei-
heit haben dazu gefiihrt, dal heute auch bei Fest-
korper-Lasern weitgehend duflere Spiegel verwendet
werden. Dabei ist oft nur ein kleiner Teil des Reso-
natorvolumens von aktivem Material erfillt. Wir
wollen zeigen, wie in einem solchen Fall das Ein-
schwingverhalten des Lasers von seinen Abmessun-
gen abhéngt.

Das Relaxationsverhalten kann wesentlich durch
komplizierte Effekte beeinflulit werden, die in der
Multimode-Charakteristik optischer Resonatoren und
in Sattigungserscheinungen begriindet sind. Da die
Theorie dieser Effekte bisher noch in dén Anfingen
steckt, verzichten wir auf ihre Beriicksichtigung.
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Wir setzen einen Ein-Moden-Laser voraus, bei
dem die Wechselwirkung zwischen Inversion und
Quantenzahl vollstandig durch die von Dunsmuir ¢,
Statz und DE Mars ® und anderen angegebenen ge-
koppelten Differentialgleichungen beschrieben wird.
Unsere Ergebnisse lassen sich jedoch zwanglos auf
verbesserte theoretische Ansitze, wie die von Tanc,
Statz und De Mars fiir Multi-Mode-Laser 6, an-
wenden. Unter speziellen experimentellen Bedingun-
gen konnen daneben auch in Multimode-Lasern
Relaxationsschwingungen beobachtet werden, die
weitgehend dem idealen Fall des Ein-Moden-Lasers
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2. Schwingungsgleichungen fiir Laser
mit festen Spiegeln

Fiir Laser, deren Resonatorvolumen ganz von ak-
tivem, gleichmifig invertiertem Material erfullt ist,
lauten die bekannten Schwingungsgleichungen unter
Vernachlassigung der Fluoreszenz *:

dn/dt=W —2Bsngq, (1)
dg/dt=Bsnq—qft.. (2)
Es ist
n=ny—n; Inversion im Resonator;
q Quantenzahl des schwingenden Mode im Reso-
nator;
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/4 Pumprate, bezogen auf n;
te mittlere Verweilzeit der Quanten im aktiven Ma-
terial ;
3
C . . .
B = Einstein-Koeffizient (wir setzen hier

t8ar2AvV
vereinfachend voraus, daB} die Linie
Rechteckform hat und daf} keine Pola-
risationsrichtung ausgezeichnet ist).

T Lebensdauer gegen spontane Emission;

c Lichtgeschwindigkeit im aktiven Material;

v, Ay Frequenz und Bandbreite der Fluoreszenzlinie;
Volumen des aktiven Materials, hier identisch
mit dem des Resonators.

Im eingeschwungenen Zustand ergeben sich mit

dn/dt=0, dg/dt = 0 die Gleichgewichtswerte *:
ng=1/Bt,, Go=Wt/2. (3,4)
Bei einer kleinen, sprunghaften Anderung der
Gleichgewichtslage ergibt (1) und (2) fur die dar-
aus resultierende Relaxationsschwingung in linearer
Naherung eine exponentiell geddmpfte periodische
Funktion mit der Periodendauer *:

T=2n/VW B,. (5)

Fir die Dampfungszeit ¢, in der die Storung auf
1/e-tel abgeklungen ist, ergibt sich *:

to=2/W Byt . (6)

3. Schwingungsgleichungen fiir Laser
mit dulleren Spiegeln

In einem Gedankenexperiment wollen wir zu-
néchst zeigen, dal} bei einem Laser mit aufleren Spie-
geln der Querschnitt des passiven Resonatorteils
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Abb. 1. Laser mit gleichem Laufzeitverhaltnis bei unterschied-
lichem Volumen des passiven Resonatorteils.
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ohne EinfluB auf das Relaxationsverhalten ist. In
Abb. 1 ist ein einseitig verspiegelter Laserstab der
Linge 1 aufgezeichnet, der wahlweise mit zwei dufle-
ren Spiegeln gekoppelt werden kann. Dabei soll die
Linge L des Resonators jeweils gleich, das Volumen
des passiven Resonatorteils jedoch unterschiedlich
sein. In einem Fall ist der Querschnitt des Resona-
tors durch Verwendung eines ebenen dulleren Spie-
gels tberall gleich dem des aktiven Materials. Im
anderen Fall wachst der Querschnitt durch Ver-
wendung einer konfokalen Optik im passiven Reso-
natorteil stark an. Der aktive Resonatorteil ist in
beiden Fillen identisch. Wir fassen den &ulleren
Resonatorteil als einen Laufzeitspeicher fir die
Quanten der schwingenden Mode auf, dessen Lauf-
zeit in beiden Ausfiihrungsformen gleich grof} ist.

Die Vernichtung von Inversion bzw. Entstehung
von Quanten, die in (1) und (2) durch das Glied
B n q beschrieben wird, findet nur in dem fiir beide
Resonatoren identischen aktiven Resonatorteil statt.
Dieser ,,Verstarker“ kann durch nichts unterschei-
den, aus welchen der beiden passiven Speicher die in
ihn einstromenden Quanten stammen. Daher muf}
das Relaxationsverhalten der beiden Anordnungen
bei einer Storung der Gleichgewichtslage identisch
sein. Der Querschnitt des passiven Resonatorteils
kann also nicht explizit in den Schwingungsgleichun-
gen auftreten.

Der Mechanismus eines Lasers mit duflerem Spie-
gel ist in einfacher Weise so zu deuten, dal} im Zeit-
intervall d¢ nur ein Bruchteil ¢ £ d¢ aller im Resona-
tor vorhandenen Quanten sich im aktiven Material
befindet und stimulierte Emission anregen kann.

£ errechnet sich aus den Laufzeiten im aktiven
Material und im passiven Resonatorteil zu:

e

Iy
T L+im—-1) (7
Dabei ist  der Brechungsindex des aktiven Ma-
terials gegen das Auflenmedium.
Unter Beibehaltung von ¢, als mittlerer Verweil-
zeit der Quanten im aktiven Material ergeben sich
die modifizierten Schwingungsgleichungen:

dn -
> =W —-2B.nqé, (8)
dg _ c_qf
= Bingé e (9)

Fiir die Gleichgewichtswerte ergibt sich
nyg=1/Bst,
qo=W /25

(10)
(11)

unabhingig von &,
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daraus folgt, dal die Zahl der Quanten im aktiven
Material ¢, $ unabhingig von der Linge des pas-
siven Resonatorteils ist.

Die Relaxationsparameter ergeben sich zu

2n 1

"= yws, e Wl
2

ty= W Bty (13)

Die Relaxationsperiode wichst in Ubereinstimmung
mit den Experimenten von Girs 7 fiir L>1(y—1)
mit der Wurzel aus der Resonatorlinge. Die Damp-
fungszeit ist, ebenso wie die Schwellpumprate der
Inversion ngy/7, von der Resonatorlinge unabhingig.

Durch die Wirkung des passiven Quantenspeichers
wird auch das Relaxationsverhalten von Multi-Mode-
Lasern triager und stabiler gegen Stérungen. Das
wirkt sich besonders auffallend bei Experimenten
mit Rubin-Lasern vom ebenen Fasry-Perot-Typ aus,
bei denen die Relaxationsimpulse mit wachsendem
Abstand der #dufleren Spiegel immer regelmilfliger

werden 8 10,

4. Beriicksichtigung ungleichmaBiger Inversion

In den gebrauchlichen Pumpanordnungen wird
der Querschnitt des Lasermaterials normalerweise
ungleichméflig stark gepumpt und nur in einem
Bruchteil des Materialquerschnitts treten Schwingun-
gen auf. In polierten Rundstiben konnen Laser-
schwingungen in der Stabmitte sogar schon auf-
treten, wenn die Inversion des ganzen Stabes noch
negativ ist. Wir wollen untersuchen, wie in einem sol-
chen Beispiel der volumenabhéngige Einstein-Koef-
fizient zu berechnen ist. Wir nehmen dabei einfacher-
weise an: L=1.

Fir die Schwellbesetzung ist nach (3)

1 L (1—r)c

Bste  Bs l (1)

ny= 1-r<1).
Dabei ist r der mittlere Reflexionskoeffizient der
Spiegel. Andererseits gilt fiir die Schwelle die Riick-

koppelbedingung:

e l=14+(1-r). (15)

Dabei ist 6 in cm® der Wirkungsquerschnitt, n,’
in em™3 die Inversion pro Raumeinheit. Gl. (15)
gilt unabhingig vom Querschnitt des Resonators
oder der lasernden Zone.

10 J. Masters u. J. H. Warp, Proc. LE.E.E. 51, 221 [1963].

423

Im Volumen I Q" =V’ der lasernden Zone ist
ng=ny V'=ny1Q". (16)

Mit n,"{ < 1 folgt aus den Gln. (15) und (16)
ng=(1—-r)-Q’/o. (17)

Ein Vergleich von (14) und (17) zeigt
c6  co

B, = anl Ok (18)

Fir die Berechnung des Einstein-Koeffizienten ist
also nur das Volumen der invertierten Zone zu be-
riicksichtigen.

Da die Pumprate W sinnvollerweise ebenfalls nur
auf das invertierte Volumen bezogen werden kann,
in den Relaxationsparametern aber stets das Produkt
W B, auftritt, folgt hieraus, dafl das Relaxations-
verhalten eines idealen Lasers vom Querschnitt der
lasernden Zone unabhingig ist.

5. Vergleich mit anderen Deutungen

Von Giirs wurde gezeigt”, dall eine direkte An-
wendung der Dunsmuirschen Gleichungen die Ab-
hingigkeit der Relaxationsperiode von der Resona-
torlange gut beschreibt, wenn man bei der Berech-
nung des Einstein-Koeffizienten das Volumen des
ganzen Resonators einsetzt. Das gibt in der Tat bis
auf den Einflul} des Brechungsindex die gleiche Ab-
héngigkeit von der Resonatorldnge. Diese Definition
fiihrt zunachst zu Schwierigkeiten mit dem diskutier-
ten Gedankenexperiment und erfordert eine geeignete
Festlegung fiir den Querschnitt des Resonators !l
Bei ungleichméfiger Verteilung des aktiven Mate-
rials im Resonatorvolulmen ist es natiirlich grund-
sitzlich moglich, bei geeigneter Definition den
Emxstein-Koeffizienten auf einen beliebigen Teil des
Volumens zu beziehen. Der Vorteil unserer spe-
ziellen Definition liegt in ihrer einfachen modell-
méfigen Anschaulichkeit.

Masters und Warp 1° haben versucht, die Ab-
hingigkeit der Relaxationsperiode vom Spiegel-
abstand auf Anderungen der Beugungsverluste zu-
riickzufiihren. Dieser Effekt hat iiber eine Anderung
der Verweilzeit ¢ sicher einen gewissen Einflul auf
das Schwingungsverhalten, bewirkt jedoch nur eine
Korrektur an den gewonnenen Relationen.

Der Verfasser dankt den Herren Dr. K. Gigs, Dr.
W. Heywane und Dr. K. Evter fiir anregende Diskus-
sionen.

11 K. Girs, in Vorbereitung.



